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Let G be a finite abelian group, V a complex G-module, and A the algebra of all
polynomial functions on V. We show that if M is a free A-module of finite rank,
then there exists a G-module W such that M is isomorphic to AW. As a conse-
quence all algebraic G-vector bundles with base V are trivial, and the action of G
on the total space of such a bundle is linearizable.  2000 Academic Press
INTRODUCTION
Schwarz a apporte en 1991 une re ponse ne gative a la question de la
linearisation des actions de groupes alge briques sur un espace affine com-
plexe [9]. Plus pre cisemment, tout groupe re ductif non abe lien admet des
actions non line arisables [10]. Tous les contre-exemples connus sont
construits comme les espaces totaux de fibre s vectoriels non triviaux dont
la base est un G-module, et aucun re sultat ne gatif ne concerne les groupes
abe liens. Re cemment, De Concini et Fagnani d’une part [4], Masuda,
Moser-Jauslin et Petrie d’autre part [7], ont obtenus des re sultats de
trivialite pour les fibre s vectoriels sur des groupes abe liens finis.
Nous retrouvons ici que tout G-fibre vectoriel sur un groupe abe lien fini
G dont la base est un G-module, est trivial; nous montrons de plus qu’il
suffit en fait que l’action de G sur la base soit abe lienne (dans le cas ge ne ral
d’un groupe re ductif, on sait que ce re sultat est vrai lorsque l’action de G
sur la base est triviale (c.f. [2]) ou le groupe abe lien (c.f. [7])).
Pour e tablir ce re sultat, nous e tudions les modules libres de rang fini sur
une alge bre de polyno^mes R, qui sont muni d’une structure de A*G-module.
On sait en effet que la cate gorie des G-fibre s vectoriels sur une varie te affine
X est e quivalente a la cate gorie des modules projectifs sur l’anneau de
groupe gauche A*G (voir [1, p. 41], par exemple).
Nous construisons pour un tel module M, un sous-k[G]-module W tel
que M soit isomorphe, en tant que A*G-module a AW; il est alors facile
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de constater que si l’on part d’un G-fibre vectoriel de base V, on obtient
ainsi un isomorphisme avec le G-fibre vectoriel V_W  V.
I. LES RE SULTATS
Nous nous placerons sous les hypothe ses plus ge ne rales suivantes (le fait
de fixer C comme corps de base, ne simplifie pratiquement rien dans la
suite): G est un groupe fini, k un corps de rupture de G dont la caracte risti-
que ne divise pas l’ordre de G, V un k-espace vectoriel de dimension n et
+ un morphisme de G dans Gl(V ) (i.e., une repre sentation de G); V est
donc muni d’une structure naturelle de k[G]-module. Conforme ment a
l’usage, nous dirons encore que V est un G-module.
Lorsque +(G) est un sous-groupe abe lien de Gl(V ), nous dirons que
l’action de G sur V est abe lienne. Cette action de G (note e ici a droite) se
prolonge de la manie re habituelle a l’alge bre syme trique sur V, R=k[V],
ce qui permet de conside rer l’anneau de groupe gauche R*G (R*G=
g # G Rg, avec, si r g=r+(g), rg= gr g, pour r # R et g # G). On ve rifie aise -
ment que la notion de ‘‘R-module e quipe d’une G-action +-line aire’’ intro-
duite dans [4], correspond en fait exactement, avec cette de finition, a la
notion de R*G-module.
Si W est un k[G]-module, M=Rk W est muni naturellement d’une
structure de R*G-module a gauche, donne e par rg(aw)=ra g&1 gw,
pour r # R, a # R, g # G et w # W, telle que M=R(1W).
Le but de cet article est de de montrer le the ore me suivant et son
corollaire imme diat, qui ge ne ralisent le re sultat principal de [7] et le
the ore me 26 de [4]:
The ore me. Soient G un groupe fini, V un G-module, R l ’alge bre des
polyno^mes sur V. On suppose que l ’action de G sur V est abe lienne; si M un
R*G-module, libre de rang fini en tant que R-module, il existe un sous-
k[G]-module W de M, tel que M soit isomorphe, en tant que R*G-module,
a Rk W.
Corollaire. Si V est un G-module complexe, et si l ’action de G sur V
est abe lienne, tout G-fibre vectoriel de base V est trivial.
II. IDEMPOTENTS R-INVARIANTS DE k[G]
On peut choisir une base (vi), 1in, de V telle que: \g # G v gi =:
g
i vi ,
: gi # k (par diagonalisation simultane e de +(G) sur k, qui est un corps de
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rupture de G, et contient donc ne cessairement les racines p ie mes de l’unite ,
si p est l’ordre de g # G).
Si k[G]= k[G] ei , ou les ei # Z(k[G]) sont les idempotents centraux
minimaux de k[G], avec donc ici k[G] ei $Mni (k), les ei ne sont pas, en
ge ne ral, R-invariants, mais sont permute s par l’action des vi :
Lemme 1. (a) Pour i # [1, n], il existe _i # Aut k[G] tel que: \x #
k[G], vi x=x_ivi ; _i permute donc les idempotents centraux minimaux, ej ,
de k[G].
(b) Le sous-groupe H de Aut(k[G]) engendre par les _i , 1in, est
commutatif et fini.
(c) Il existe une sous famille (eji) de la famille (ej) des idempotents
centraux minimaux de k[G], telle que, si Ki=[_ # He_ji =eji] est le stabili-
sateur de eji et =ji=HKi e
_
ji
, on ait k[G]= k[G] = ji , les =ji e tant les
idempotents centraux R-invariants minimaux de k[G].
(a) De v gi =:
g
i v i , il vient vi g= gv
g
i =:
g
i gvi ; pour tout x # k[G], il
existe donc un unique y # k[G] tel que vix= yvi , puisque k[vi]* GR*G
admet les familles (v ji g) et (gv
j
i ) comme bases. L’application _i , qui a x
associe y=x_i, est clairement un morphisme injectif, et donc un isomor-
phisme de l’anneau semi-simple k[G].
(b) En ite rant la relation de de finition, on obtient, pour tout g # G,
et tout entier k, (: gi )
k=: gki , et de me^me g
_i
k
k =(:
g
i )
k g. On a en particulier,
si m de signe l’exposant du groupe fini +(G), (: gi )
m=: g mi =1, pour tout les g,
et par suite _mi =Id.
De plus les vi commutant deux a deux, il en est de me^me des _i , et H
est commutatif, de type fini, donc fini.
(c) e=ei e tant fixe , ==_ # HKe e
_, ou Ke=[_ # He_=e], est un
idempotent H-invariant et centralise donc R. En choisissant un repre sen-
tant dans chacune des orbites de l’ensemble [ei] sous l’action de H, on
obtient la de composition voulue.
Pour un tel e # k[G], =M est donc un R*G-module, et est libre en tant
que R-module (d’apre s [8] ou [10], puisque projectif sur un anneau de
polyno^mes); il est clair qu’il suffit de montrer le re sultat pour un module
de la forme =M.
On supposera donc, dans la suite, M==M, = e tant un idempotent central
R-invariant minimal fixe de k[G], et e de signera un idempotent central
minimal de =k[G].
Lemme 2. (a) Le stabilisateur Ke de e dans H co@ ncide avec l ’ensemble
des _ agissant trivialement sur les idempotents centraux de k[G] =.
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(b) Pour tous les _ # Ke , il existe un e le ment a_ # k[G] e tel que la
restriction de _ a k[G] e co@ ncide avec l ’automorphisme inte rieur de fini par
a_ et pour &, { dans Ke , il existe *&, { # k dans Ke tel que a&a{=*&, {a{a& .
(c) Si A/[a_ , _ # Ke] est une partie commutative, il existe une
famille d ’idempotents minimaux de k[G] e, commutant a tous les a_ de A.
(a) Pour chaque _ # H, il existe un mono^me V_ de R, tel que, pour
tout x # k[G], V_x=X_V_ ; si _ # Ke , V_e=eV_ , et en multipliant a
gauche par V{ on obtient apre s commutation V_e{V{=e{V_V{ ; _ stabilise
donc aussi e{.
(b) e e tant fixe , Ke est forme d’automorphismes de ek[G], qui sont
inte rieurs (k e tant un corps de rupture de G, k[G] e est ici isomorphe a un
anneau de matrices Mp(k)), ce qui permet de choisir pour chaque {, un a{
dans k[G] e, tel que {=int(a{); l’ordre de chacun des { # H divisant m
(lemme 1b), am{ est central et appartient a k; de plus le polyno^me minimal
de chaque a{ divise donc un polyno^me Xm&a, a # k; m e tant inversible
dans k, et k contenant les racines m ie mes de l’unite , les a{ sont
diagonalisables. Finalement, H e tant commutatif, pour tous les & et {
appartenant a H, on peut e crire: a& a{=*&, {a{a& ou *&, { # K.
(c) Les a{ # A sont simultane ment diagonalisables et commutent
avec les projections associe es a une base de diagonalisation simultane e (qui
sont bien des idempotents minimaux orthogonaux).
Remarque. Bien que H soit commutatif, les a{ , { # H, ne commutent pas
force ment entre eux, et me^me, pour _ fixe , le commutant de a_ dans
l’ensemble des a{ n’est pas ne cessairement commutatif (cf. [3], pour des
contre-exemples). D’ou le lemme suivant:
Lemme 3. Soient He=HKe et _ # Ke :
(a) Il existe un sous-groupe K1 Ke contenant _, et une famille
d ’idempotents minimaux orthogonaux de k[G] e, ( fj), 1 js, tels que:
 K1 est le stabilisateur de chaque fj ;
 Les f {j sont des idempotents deux a deux orthogonaux et e est e gal
a la somme des f {j , 1 js, { # KeK1 .
(b) Soit H1=HK1 ; pour chaque j, ,j={ # H1 f
{
j ={ # He h
{
j est un
idempotent H-invariant de k[G] et centralise donc R; il existe de plus pour
tout j, des e le ments :j et ;j tels que: :j;j=,j , ; j:j=,1 .
(a) On peut choisir dans l’ensemble des a{ , { # Ke , une partie com-
mutative maximale A contenant a_ , [a{ , { # K1], et K1 , qui, par maxi-
malite , est le stabilisateur de A, est bien un sous-groupe de H. Le lemme 2
permet alors de choisir un projection minimal de k[G] e, f, stable par K1 :
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Si f est invariant par { # Ke ; on a ff {{0, ce qui e quivaut a fa{ f{0.
Re ciproquement si ff {{0, on a pour & # K1 , a&a{=*&, {a{a& , et en multi-
pliant des deux co^te s par f, on obtient fa& fa{ f =*&, { fa{ fa& f; fa{ f{0
implique donc *&, {=1 (par hypothe se, fk[G] f $k et fa& f{0) et par
maximalite , { appartient a K1 .
Ceci implique en particulier que le stabilisateur de f est e gal a K1 . On
voit de plus que les f { sont orthogonaux deux a deux, pour les { distincts
de KeK1 et sont encore stabilise s par K1 , puisque H est commutatif;
la somme des f { pour { # Ke K1 , h= f {, est donc un idempotent
Ke -invariant.
Soit donc f1 un tel projecteur minimal, stable par K1 , et h1=KeK1 f
{.
Si h1 {e, on peut choisir de me^me un autre idempotent minimal, f2=
(1&h1) f2 , K1 -invariant, les (1&h1) a{ e tant encore simultane ment
diagonalisables dans (1&h1) k[G](1&h1)$End Im(1&h1); en ite rant
le proce de , on obtient une famille re pondant aux conditions pose es. Le
cardinal s de la famille des ( fj) ve rifie donc p=s_card(Ke K1), si
ek[G]$Mp(k).
(b) He permute les ei , et , i={ # He h
{
i est donc bien un idempotent,
H-invariant par construction.
Pour chaque j, il existe des aj et des bj , dans k[G] e$Mp(k), tels que
aj bj= fj , bjaj= f1 et, en posant :j=HK1 a
{
j , ;j=HK1 b
{
j , on obtient:
:j ;j=,j , ;j: j=,1 .
III. CONSTRUCTION DE W
Soient donc, comme ci-dessus, M==M, e un idempotent central minimal
de =k[G], He=HKe et sn l’ordre de _n dans He .
Posons alors _=_snn # Ke et conside rons une famille d’idempotents mini-
maux orthogonaux fi , 1is, et le sous-groupe K1 de finis au lemme 3; on
a donc k[G] e= k[G] hj ou les hj sont Ke-invariants et, si H1=HK1 ,
,j={ # H1 f
{
j est un idempotent H-invariant de k[G] qui centralise R; de
plus == ,j . On notera si l’ordre de _i dans H1 , pour 1in&1, et
pour kn, Sk l’anneau k[v1 , ..., vk , v sk+1k+1 , ..., v
sn
n ].
Soient Jk le sous-groupe de H engendre par les _ j , jk, et Kk=
Jk KeK1 . Posons alors k={ # Kk f
{
1 ; k est donc Sk -invariant.
Nous allons e tablir par re currence, la proposition suivante:
Proposition 4. Il existe un sous-,1k[G] ,1 -module Wn de M, tel que
,1 M soit isomorphe a RWn , en tant que ,1R*G,1 -module.
Pour cela, conside rons la proprie te P(k):
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Il existe un sous-espace vectoriel Wk de M, stable par k k[G] k , tel
que:
(a) K M=SkWk $Sk Wk .
(b) v:k+1k+1 } } } v
:n
n x # Wk O x # Wk pour x # M, _
:k+1
k+1 } } } _
:n
n # Jk Ke .
Pour k=0, ,0=h1 , J0Ke=Ke , S0=k[v s11 , ..., v
sn
n ] et le lemme suivant
prouve la proprie te :
Lemme 5. Soit h1={ # KeK1 f
{
1 ; il existe un sous-k[G]-module Q de M
tel que h1M$k[vs11 , ..., vsnn ]Q et tel que si v:11 } } } v:nn x # Q alors x # Q, pour
x # M et _:11 } } } _
:n
n # Ke .
Posons S=S0=k[vs11 , ..., v
sn
n ], I=[:=(:i) # N
n, \i :i<si], et pour
:=(:1 , ..., :n) donne , v:=v:11 } } } v
:n
n et _
:=_:11 } } } _
:n
n .
Si (mr)r # 4 est une base de M sur R, (v;mr)r # 4, ; # I est une base de M sur
S; la famille ( f1v;mr) engendre donc f1M sur S.
Posons V=r ; # I kf1v;mr , puis Q={ # Ke f
{
1k[G] f1V; on a alors
f1 M=SV. Comme f {1 # ek[G]=k[G] f1k[G] pour tout { # Ke , on a aussi
h1 M=SQ; conside rons x # M tel que v:x # Q avec _: # Ke :
Soit P= vsii h1M; on a v
:PP et h1M=QP; on peut donc e crire
x=q+ y, q # Q et y # P; on constate aise ment que v:f1 v;mr appartient a
Q si :+; # I, et a P sinon: si q=r ; # I +r, ; f1 v;mr , +r, ; # h1k[G] f1 ,
on a donc v:q=r :+; # I +$r, ;v:f1 v;mr+z=v:q1+z ou z # P, +$r, ; #
h1 k[G] h1 et q1 # Q; or v:q+v:y=v:x # Q, ce qui donne finalement
z+v:y=0 et x=q1 # Q.
On peut alors supposer, en appliquant l’hypothe se de re currence, qu’il
existe (en posant =k&1={ # Kk&1 f
{
1) un sous-k[G] -module N de
M, tel que M$Sk&1 N, N ve rifiant de plus: v:kk } } } v
:n
n x # N O x # N,
pour x # M et _:kk } } } _
:n
n # Jk&1Ke=(_1 , ..., _k&1) Ke . Soit rk l’ordre de _k
dans HJk&1 Ke (rk divise donc sk).  est invariant par Sk&1 et, comme
_rkk # Jk&1 Ke ,  est aussi invariant par v
rk
k . De plus ,=k=0i<rk 
_ik.
Nous allons maintenant construire un candidat pour e^tre le module Wk :
Lemme 6. Il existe des sous k[G] -modules de N, Nj , 0 j<sk , tels
que, pour tout i, N & v ikM=  ji Nj , et Nrk+ j=v
rk
k Nj , si j<sk&rk .
Posons Rk=k[v1 , ..., vk&1 , v sk+1k+1 , ..., v
sn
n ], et soit I l’ide al de l’anneau
S=Sk&1=k[vskk ]Rk engendre par v
sk
k .
Puisque M=SN$SN$k[vskk ]RkN, on a RkNIM=M.
Conside rons alors la suite de k-espaces vectoriels:
0N & vsk&1k M } } } N & vk MN, avec N & v
sk
k M=0.
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Posons t=sk rk et Tt&1=N & (vrkk )
t&1 M. Soit alors x # N & v jrkk M; on peut
e crire x=vrkk y, y # M, et comme v
rk
k y # N implique, par hypothe se, y # N, on
obtient: N & v jrkk Mv
rk
k (N & v
rk( j&1)
k M).
On a donc en particulier Tt&1=vrkk Tt&2= } } } =(v
rk
k )
t&1 T0 avec
Ti N & v irkk M, pour tout i, et Ti & (v
rk
k )
i+1 M=0.
Si x # N & v irkk M, on obtient (v
rk
k )
t&i&1 x= y+z, avec z # vskk M, y # Tt&1
(car M=Nvskk M); on a alors y=(vrkk )t&i&1 xi , x i # Ti N et donc
x&xi # vrk(i+1)k M & N, soit x # Ti  (v
rk(i+1)
k M & N). Par conse quent,
N= Ti= v irkk T0 .
Pour chaque i, (t&1) rki<sk , on peut alors conside rer un supple men-
taire Ui de f1N & v i+1k M dans f1N & v
i
kM; comme N est stable par
k[G] , pour chaque { # Ke , on peut choisir U {i = f
{
1k[G] f1U i comme
supple mentaire de f {1 N & v
i+1
k M dans f
{
1N & v
i
k M, et conside rer la somme
de ces supple mentaires, Vi= U {i , qui est donc stable par h1k[G] h1 .
Pour chaque { # Jk&1Ke Ke , on peut construire de me^me V {i , invariant
par h{1k[G] h
{
1 ; la somme Ni des V
{
i est bien alors invariante sous l’action
de k[G] , puisque =Kk&1 f
{
1 .
Comme Tt&1= sk(t&1) rk Ni=N & (v
rk
k )
t&1 M, le re sultat annonce est
obtenu en posant pour i= jrk+a, 0a<rk , Ni=[x # Tj (vrkk )
t& j&1 x #
N(t&1) rk+a] puisque l’on peut ainsi e crire N comme somme directe de tous
les Ni , et que les autres conditions sont imme diates a ve rifier.
Puisque, par construction, ,=k=rk&1i=0 
_ik
k&1 et pour que chaque j,
0 j<sk , N j v jkM, on peut e crire Nj=v
j
kLj , avec Lj=[x #
Mv jk x # Nj]
_k
&j
M.
Posons alors L=rk&1i=0 Lj ; le lemme suivant assure que nous pourrons
prendre Wk e gal a L:
Lemme 7. (a) Si j et j $ sont congrus modulo rk , Lj=Lj $ ;
(b) M=sk&10 v
j
kSk&1Lj ;
(c) ,M=k[vk] RkL$Sk L;
(d) L est stable par ,k[G] ,;
(e) v:k+1k+1 } } } v
:n
n x # L O x # L pour x # M, _
:k+1
k+1 } } } _
:n
n # Jk Ke .
(a) D’apre s le lemme pre ce dent, si j $=mrk+ j, Nj $=vmrkk Nj .
(b) Par construction, N=j<sk v
j
k Lj , d’ou M=Sk&1 N=
j<Sk v
j
kSk&1Lj .
(c) Posons M$=k[vk] Rk L=SkL; il est clair que M$,M et,
d’apre s (b), on a M=M$=T0+vrkk M (T0=
rk&1
i=0 N i); puisque
,=rk&1i=0 
_ik, il suffit de montrer que, pour chaque j, _
j
kMM$.
Or vrk& jk 
_ jkM est inclus dans M=M$. Soit donc n # _
j
kM: on peut
e crire vrk& jk n=n0+v
rk
k n1 , ou n1 # MM$ et n0 #  i<rk v
i
k Li=T0 , car
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M$=T0 v rkk M$. D’ou : n0 # (i<rk v
i
k Li) & v
rk& j
k M=rk>irk& j v
i
kLi
(lemme 6), et n0=vrk& jk n$0 , ou n$0 # i, j v
i
kLj M$.
On a ainsi ve rifie que n=n$0+v jkn1 # M$ et donc que 
_ jkMM$.
(d) Pour chaque j, par construction, L j=_k
&j
Lj est stable, par
_k
&j
[G] _k
&j
; et L l’est donc aussi. De plus, si i, j<rk sont distincts,
_k
&i
k[G] _k
&j
est re duit a [0], et L= _k
& j
Lj est donc stable sous l’ac-
tion de ,k[G] ,.
(e) Soit x # M, tel que v:k+1k+1 } } } v
:n
n x # L avec _
:k+1
k+1 } } } _
:n
n # JkKe ; par
hypothe se x # ,M et, _:k+1k+1 } } } _
:n
n permutant les 
_ jk, on peut supposer
v:k+1k+1 } } } v
:n
n x # Lj , pour un j compris entre 0 et rk&1 . Il existe d’autre part
:k , 0:k<rk , que l’on peut supposer minimal, tel que _:kk } } } _
:n
n #
Jk&1Ke . On a donc v:kk } } } v
:n
n x # v
:k
k L; soit m e gal a j&:k si j:k , a
rk+ j&:k sinon. vmk v
:k
k } } } v
:n
n x appartient a v
:k+m
k Lj qui est inclus dans N,
car m+:k , e gal a j ou j+rk , est toujours strictement infe rieur a sk (:k
e tant nul si rk=sk).
Par hypothe se, on a donc vmk x # N=i<sk v
i
k Li , soit d’apre s le lemme 5,
vmk x # mi<sk v
i
kLi et x # 0i<sk&m v
i
kLi+m . Comme v
:k+1
k+1 } } } v
:n
n x # L, et
,M=k[vk] Rk L, on a bien x # Lm L.
Le lemme 7 termine ainsi la de monstration par re currence de la proprie te
P et donc de la proposition 4, en donnant, a l’ordre n, l’existence d’un
sous-espace vectoriel Wn tel que ,1M=RWn , Wn e tant stable par
,1 k[G] ,1 (,1={ # H1 f
{
1).
Il nous est alors possible de de montrer le the ore me annonce :
The ore me. Soit M un R*G module, libre de rang fini en tant que
R-module. Il existe un sous k[G]-module W de M, tel que M soit isomorphe,
en tant que R*G module, a Rk W.
Pour chaque j, 0 j<s, il existe des :j et des ;j , dans k[G] =, tels que:
:j ;j=,j , ;j:j=,1 (cf. lemme 3). W= :j Wn est alors k[G]-invariant,
puisque k[G] == f _i k[G] f
{
j et f
_
j k[G] f
{
j Wf
_
i k[G] :jWn 
f _i : iWn W.
On peut finalement e crire M$k[v1 , ..., vn]W ou W est un sous k[G]-
module de M; il est alors clair que M==M= :j,1M=RW est
isomorphe, en tant que R*G-module a RW, ce qui termine la
de monstration.
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